Conjugacidad con la familia exponencial
Caso Uniparametrico

Una caracteristica de la familia exponecial, es que existe un estadistico

suficiente de dimensién fija.

Para la familia exponencial:
p(0) o< exp{ag(8) + Bb(6)}
= p(0]z) ox exp{lo + u(x)]o(0) + [6+ 1]b(0)}

Sea k(a, 3) la constante asociada a la definicién de p(#). Entonces
k(a+u(x), 8+ 1) es la constante asociada a p(6, x).

De la ecuacién p(0|z) = %, se obtiene:
x|0).p(0
ey  Palt)(6)
p(0lz)

Sustituyendo las densidades anteriores se obtiene:

p(z) = a(x)exp{u(z)p(8) + b(0) (e, B)exp{ag(d) + 5b(0)}
exp{|o + u(z)]¢(0) + [+ 1J6(0) }k(a + u(z), B + 1)

a(z)k(e, §)
k(o +u(@), 6 +1)

= p(z) =

(Distribucién marginal predictiva: p(z) = [ p(x|0).p(6)d#).




Ejemplo:
Modelo binomial

()87(1 — )= B~1(a, )21 (1 — )1
B Ya+x,08+n—x)fotr—1(1 — §)S+n—2-1

()

p(z) =

Esta es la distribuciéon beta-binomial.

Para una muestra de tamano n de la familia exponencial obtenemos la

densidad conjunta:

n

p(x|0) = Ha x;)]exp] Zu x;)|p(0) + nb(0)}

=1
Si tomamos la distribucién a priori conjugada:

p(0) = k(a, B)explag(0) + 5b(6)]

p(01x) = k(a+ ) u(w:))(B+n) xexp{la+)  u(w:)]p(0)+[3+n]b(0)}

Distribucion marginal predictiva

T fa(e) k@, )
P00 = 0SS e, 5
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Principales Familias Conjugadas

» Distribucién Binomial (6 Bernoulli): La familia Beta es conjugada

para la binomial

s Distribucién normal con varianza conocida: Para una muestra de

tamano n:
n

: M g2

16:%) ox cap{ 5 (7 — )
Si p(6) ~ N(u,7?), por teorema anterior:
Olx ~ N(p1,77)

donde:

no 2z + T_Z,u

M= ez 2
7'1_2 = no 247172
= Distribucién Poisson:

Sea X = (X1q,...,X,,) una muestra aleatoria de una Poisson(6).
Entonces:

n n =0

p(x10) = [T ptail) = [T
i=1 i=1

1(0]x) e~ i

El kernel de la verosimilitud tiene la forma de una Gamma: 6% %,

Si 6 ~ G(a, 3)
p(6]x) ox 87+ 2% Lexp{— (53 + n)6}

= Gamma(a + Z zi, 5+ n)

0

[43
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= Distribucién exponencial:

Sea X = (X1,...,X,,) una muestra aleatoria de una distribucion

exponencial Fxp(0).
p(x|0) = 0"exp{—0 Z X}
i=1

El kernel pertenece a la familia Gamma. Si
0 ~ Gamma(a, 3)(p(9) x 02~ Le=F?)

p(Ox) o 6"exp{—0) 10 exp(—pB0)

1=1

= 0" reap{—(Y_ @i + B)0)

= Gamma(a +n, 5 + Z x;)

Distribucién Multinomial:

Sea X = (X1,...,X,) = nimero de casos observados y
6 = (61,...,6,) las probabilidades asociadas a cada categoria en
una muestra de tamafio n. Se tienen las restricciones: Y & | X; =n

1(6;x) o< [ [ 67
Este es el kernel correspondiente a la familia Dirichlet.
La familia Dirichlet con pardmetros ai,as,...,a, es una familia

natural conjugada para la multinomial:

p p

pOx) o< [[ [ 6711 [ 65" ~ Dir(ay + 21, .. ap + )

i=1 i=1
Constante de Proporcionalidad:

I'(a+n)
H?:1 [(a; + ;)




Esta es la generalizacién de la binomial con distribucién Beta a

priori.




